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1 Grundlegendes

1.1 pg-Formel

» Losungsformel fir die Gleichung 22 + pz + ¢ =0

2
an= 2 F e

1.2 Fakultat, Binomialkoeffizienten

» Fakultat:
nl = 1 wennn =0,
" ln-(n=1)! wennn>1.

» Binomialkoeffizient:

(&) =rom

1.3 Binomische Formeln und Binomischer Lehrsatz

» 1. binomische Formel: (z +y)? = 2% + 2zy + 2
» 2. binomische Formel: (z — y)? = 2% — 22y + y2

» 3. binomische Formel: z? -y = (z +y)-(z —y)

» Binomischer Lehrsatz:

e 3 (1)

k=0

» Differenz von a und b:

(a—b)" = i (Z) (—1)"*akpn*

k=0
» Differenz von o™ und o™: .
a® — b = (a _ b) Zan—kbk—-l
kil
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-2 Logik

2.1 Wabhrheitstabellen und Priorisierung der Junktoren

a|lblaAblaVb[a—ob]acb] alb [alb]a®b

g ma AND | OR XNOR | NAND | NOR | XOR
NOT o[of o 0 1 1 1 1 0
o 1 o1 o 1 1 0 1 0 1
1 0 110 O 1 0 0 1 0 1
— 111 1 1 1 1 0 0 0

» Priorisierung: - vor A vor vV vor — vor <

2.2 Regeln der Aussagenlogik

» Kommutativgesetz: aANb <= bAa, aVb <= bVa

» Assoziativgesetze: aAbAc <= aA(bAc) <= (aAb)Ac
aVbVe <= aV(bVe) < (aVb) Ve

» Distributivgesetze: aV(bAc) < (aVbA(aVec)
aA(bVe) < (aAb)V(aAc)

» Absorption: aV(aAb) < a, aA(aVd) < a

» Komplementaritat: aAN—-a <= 0, aV-a <=1

» Neutrale Elemente: aANl < a,aN0 < 0
aV]l < 1,aV0 < a

» Idempotenz: aNa <= a, aVa < a

» Gesetze von de Morgan: —(aVb) < —-aA-b

—(aAb) < —aV-b

2.3 Ersetzung der bindren Junktoren

TDY &= —(z o y)
cly <<=  -(zVvy)
zly <<= ~(@Ay)
=y <~ —zVy
Ty =3 (x—=y)A(y— )
<  (zAY)V(-zA-y)
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2.4 Quantoren

» Alternative Notation der Quantoren:

Ar(@) < Va:p), \/p(e) < 3z:p(z)

2.5 Regeln der Pradikatenlogik

» leere Grundmenge:
Vz e @:p(x) istwahr

dz e @:p(z) istfalsch

» Vertauschen gleicher Quantoren:

Vz:Vy:p(z,y) <= Vy:Vz:p(z,y)
dz:Jy:pz,y) <= Jy:3z:p(z,y)

» Negation (de Morgan):

~{3z:p(x)} <= Vz:-p(z)
~{Vz:p(z)} <= 3Fz:-p(z)
3 Mengen

> Ist a Element von A schreiben wira € A4, sonsta ¢ A4 : < —(a € A).

> Die Menge @ is die leere Menge, formal gilt: z € @ <= 0 (also Wahrheitswert 0).

3.1 Mengenrelationen und -operationen

> Alisteine Teilmenge von B: A C B :<= firalle z gilt (xe A—z€B)

> Aund Bsindgleich: A=B :<= firalle z gilt (x€e A+ z€B)

» Schnittmenge (Durchschnitt) zweier Mengen Aund B: ANB := {zr|ze ANz € B}
» Vereinigung zweier Mengen Aund B: AUB := {z|ze Avze B}
»> Differenz zweier Mengen Aund B: A\ B :={z|z€ ANz ¢ B}

» Komplement (auch: Komplementirmenge) einer Menge A: A :={z|z¢ A} = G\A
(wenn G die Grundmenge (G D A) bezeichnet)






3.2 Regeln der Mengenlehre

» Kommutativgesetz: ANB=BNA, AUB=BUA
» Assoziativgesetze: 4nBac = An(BNG)=(ANEInG
g : AUBUC = AU(BUC)=(AUB)UC

Au(BNC) = (AUB)N(AUCQ)

» Distributivgesetze: AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

» Absorption: AUANB)=A, ANn(AuB)=A

> Kémplementaritét: ANA=@, AUA=CG

» Neutrale Elemente: ANG=A, Ang=9, AUG=G, Aug=A
» Idempotenz: ANA=A, AUA=A

» de Morgan: AUB=ANnB, ANB=A4UB

3.3 Potenzmenge und Kartesisches Produkt

» Potenzmenge von G ist die Menge aller Teilmengen von G: P(G) := {A| A C G}

» kartesisches Produkt zweier Mengen Aund B: A x B = {(a,b) |a € A A b€ B}

» kartesisches Produkt mehrerer Mengen A; firi = 1,2,...,m:

A xAg,...Amz{(al,ag,...,am)|a,~€A,z’=1,2,...,m}

3.4 Zahlenmengen, Intervalle
» natlrliche Zahlen: N = {1,2,3,...}, mit Null: N, ={0,1,2,3,...}
» ganze Zahlen: Z = {m —n | m,n € Ny}
» rationale Zahlen: Q = {g |p,q€Z,q+# 0}
> reelle Zahlen, komplexe Zahlen: R, C
> abgéschlossenes Intervall in R, offenes Intervall in R, halboffene Intervalle in R:
la,b], (a,b), [a,b), (a,b]
Anmerkung: statt (, ) wird oft auch |, [ verwendet

» unendliche Intervalle in R: (—o0,b], (—o0,b), [a,0), (a,00), (—00,00) =R
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3.5
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3.6
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Komplexe Zahlen und Grundrechenarten

Notation: z=2z+jy oder z==z+yj (wobeij?= —1), d.h. mit Realteil Re (z) =z
und Imaginérteil Im(2) =y

Betrag |z|=|z+jy| = /2% + 2

konjugiert komplexe Zahl z* = (z+jy)* =z —jy

Grundrechenarten flr 2y = z; +jy; und 2z =2 +jye
21tz = (zi1Eze)+j(y1 £ye)

21-2 = (z1+]jy1) (@2 +]jye)

21 21 2y
z9 29 25

Machtigkeit von Mengen

Folge benachbarter ganzer Zahlen: |{m,m+1,...,n}j=n-m+1

Summenregel: fir zwei disjunkte Mengen A, B: |AU B| = |A| + |B|

allgemeiner fir n paarweise disjunkte Mengen 4, ..., A, (falls 4, N A; = @):

[ AU UAn| = |Ad|+ ...+ 4s]  bzw. [[JAil =) |4

Siebformel (Prinzip von Inklusion und Exklusion): |A|+ |B|=|AUB|+|AN B|
» daraus folgend weitere Eigenschaften:
|A\ B| = |A| - |ANB|=|AUB| - |B|, [A4]=IG|~|A]
Produktregel fiir kartesisches Produkt: |A x B| = |A| - |B|
allgemeiner gilt flir n Mengen: [A; x ... x A,| = |A44] - ... |4,
Potenzmenge: |P(4)| = 2

Permutationen — Anzahl verschiedener Reihenfolgen von n Objekten:

1Sa] =1-2-...-n=nl
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4 Analysis

4.1 Operationen fiir reelle Zahlen
» der Absolutbetrag bzw. Betrag einer reellen Zahl a ist gegeben durch

o={ ¢ fallsa>0
"] —a fallsa<0

» Potenzieren einer reellen Zahl ¢ € R mit PotenzbeN: a®=a-a-...-a

flr a # 0 und b € Z kdénnen wir auBerdem definieren: a® =1, o= —

» das Potenzieren Iasst sich auf positive a,b € R veraligemeinern

» Radizieren: falls a,c € R*, b € Z, b # 0 und a® = ¢, dann heiBt a die b-te Wurzel aus c:

a=Yc bzw. a=c't

» Logarithmieren: falls a,c € R*,a # 1, b € R und a® = ¢, dann heif3t b der Logarithmus
von c zur Basis a:

b=log,c
speziell:

fir die Basis e = 2.718281828... (Eulersche Zahl) sprechen wir vom natiirlichen
Logarithmus und schreiben b = Inc (= log, c)

der Logarithmus zur Basis 10 wird auch mit lg bezeichnet
der Logarithmus zur Basis 2 wird auch mit 1b bezeichnet

4.2 Regeln fiir Potenz- und Wurzeloperationen
» flra,b,7,s € Rt odera,b e Rundr,s € Z:
(1) @ -a"=a, &g
@ @ =(@b, L= (3)
@) (@) =(a®)=a"
» fiir a,b € R* und natlrliche Exponenten k,m,n € N:

Vi Vo= Vap Ya_ .0
4) Va- Vb= a0, i \/;

() {va=%/va=va

6)  "Vamk = /am

F £
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4.3

>

4.4

Regeln fur Logarithmusoperationen

fira e RT,a# lund b,ce Rt undn € N:
(0) log,1=0, log,a=1

b
(1)  log,(b-c)=log,b+log,c, log, (E) =log,b—log,c (c#0)

1
2 log, u® = clog, u, log, ¥/u= —log, u
a a Q n a

log, b

(Basiswechsél)
log.a

3) log,b=

Trigonometrie

trigonometrische Funktionen:

4.5

. a b a
sina = — cosa = — tana = — cota = —
c c b a

Hypotenuse ¢

Gegenkaihete | a

Ankathete b

GradmaB vs. Bogenma3:

I = a

180°

Eigenschaften von Funktionen

eine Funktion f hei3t monoton wachsend, falls fir beliebige z; < z2 = f(z1) < f(z2),
gilt sogar f(z1) < f(z2), dann heiBt f streng monoton wachsend

eine Funktion f hei3t monoton fallend, falls fiir beliebige z1 < z2 = f(z1) > f(z2)
gilt sogar f(z;) > f(x2), dann hei3t f streng monoton fallend

eine Funktion f ist umkehrbar, falls z; # zo = f(z;) # f(z2) (bzw. die Funktion
eineindeutig=bijektiv ist); die Umkehrfunktion oder inverse Funktion wird mit f~! be-
zeichnet.

Satz: Jede streng monoton wachsende oder streng monoton fallende Funktion ist um-

iy

kehrbar.

Nullstelle einer Funktion f : D; — R ist jede Lésung der Gleichung f(z) =0

eine gerade Funktion ist eine Funktion f, fur die f(z) = f(—z) gilt; eine ungerade
Funktion ist eine Funktion f, fir die f(z) = —f(—xz) gilt






4.6 Einige elementare Funktionen

» konstante Funktion: f(z) = b; lineare Funktion: f(z) =az+b, a€R, a#0

» Potenzfunktion: f(z) = az®, a # 0, n € ZMonotonie der Potenzfunktion fiir n > 2:

flr ungerades n ist f(z) = az™ streng monoton wachsend (a > 0) bzw. streng
monoton fallend (a < 0) auf der ganzen Definitionsmenge R
fur gerades n gilt:
fir a > 0 ist f(z) = az" streng monoton fallend auf Ry = {z € R|z < 0} und
streng monoton wachsend auf Ry,
fira < Oist f(z) = az™ streng monoton wachsend auf R; und streng monoton
fallend auf Rf

» Wurzelfunktion: f(z) =a/z, z>0,a#0,n€N

» allgemeine Potenzfunktion: f(z) =az”, z>0,a#0, r€R

» Exponentialfunktion: f(z) =a®, a>0,a#1

» Logarithmusfunktion: f(z) = log,(z), z>0,a>0,a#1

» trigonometrische Funktionen: f(z) = sin(z), f(z) = cos(z) etc. (vgl. Abschnitt 4.10)

4.7 Polynome

n
» eine Funktion p : R — R der Form p(z) = apz™ + apn12" 1 +... + a1z +ap = 3 apz”

k=0
mitay € R, kK =0,...,n, und a, # 0 heiBt Polynom; wir nennen n den Grad oder die
Ordnung des Polynoms

» das Horner-Schema zur Berechnung eines Wertes p(b) hat die Form:

Qn, ap—-1 Qp-2 -*°+ A1 Qo
+ (lnb Cn_lb s CQb Clb
(b)) cn=an Cca-1 Cn2 -+ a1 p(b)

» Satz: Die rationalen Nullstellen eines Polynoms p(z) = 3 axz* mit a; € Z findet man
k=0

a . . . ¥ ’ .
—, in denen a ein Teiler von ay und b ein Teiler von a,, ist.

b

» Hauptsatz der Algebra: Jedes Polynom n-ten Grades hat héchstens n reelle Nullstel-
len.

unter der Brilichen

» kennen wir die Nullstellen eines Polynoms p(z) = a,z" + a,_12" ' + ... + a1z + ag, SO
kdnnen wir das Polynom in der Produktdarstellung angeben:

p(2) = an(z — 21)™ (T — 22)™ - -+ (& — 7)™ q(2),

wobei z1,...,z, die Nullstellen des Polynoms p(z) sind, die Potenzen m, ..., m, die
entsprechenden Vielfachen der Nullstellen und ¢, das keine Nullstellen in R besitzt

BEUTH HOCHSCHULE FUR TECHNIK BERLY
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Newtonsches Interpolationspolynom fir n Punkte (z;,y;) miti =1,...,n:

p(z) = co+calr—z)+alz—o)(zc—2z)+...
+ep1(@—z1)(z—22) ... - (T — Tp_y)

Berechnung der Konstanten cy, . .., ¢,—1:

y1 = p(r1) = c = Co

yv2 = p(x2) = co+ci(wy— 1) = C

ys = p(xs) = co+ca(zs—z1)+ca(zs —z1)(z3—22) =
Zahlenfolgen

eine Folge {z,} heiBt

monoton wachsend falls z,, < z,,, flUr allen € N,
streng monoton wachsend falls z,, < z,,; fir allen € N,
monoton fallend falls z,, > z,,; flrallen € N,
streng monoton fallend falls z, > x4 firallen e N

eine Folge {z,} hei3t beschrénkt, falls z,, € [a, ] flir alle Folgeglieder z,,

eine Folge {z,} konvergiert gegen den Grenzwert a, Bezeichnung: ILm Zn, = a,Wwenn
es zu jeder beliebig kleinen vorgegebenen Zahl £ > 0 einen Index n, € N gibt, so dass

|zn, —a| <e flrallen > ng

Satz von Weierstrass: Jede beschrankte, monoton wachsende oder monoton fallende
Folge ist konvergent.

nicht konvergente Folgen heiBBen divergent

eine Folge {z,} divergiert gegen oo, Bezeichnung: lim a, = oo, wenn es zu jeder
—_— n—00

beliebig groBen Zahl K > 0 ein ny € N gibt, so dass z, > K fiir alle n > n,; eine Folge
{z,} divergiert gegen —oco, Bezeichnung: ILm a, = —oo, wenn die Folge (—a,) gegen

oo divergiert

Regeln flr die Konvergenz:
es seien {a,} und {b,} konvergente Folgen mit lim a, = aund lim b, = b
n—00

n—o0

(1) Addition, Subtraktion, Multiplikation:

lim (an +bn) =a+b, lim(an —by) =a—b, lim(an-b)=a-b

S| =

(2) giltb, #0furallenundb#0: lim 2 =

n—00 Op

SRS

, lim — =
n—oo b,

(3) firc e R: lim ca, = ca
n—o0

(4) Quadratwurzel: lim \/a, = /a
n—oo

10






» Satz: Gegeben seien zwei konvergente Folgen {a,} und {c,} mit demselben Grenz-
wert a, d.h. lim,_,o an, = lim,_,o ¢, = a. Gilt dann fur eine Folge {b,}

ap < b, <c, firalleneN,

dann konvergiert auch {b,} gegen qa, d.h. es gilt lim,, ., b, = a.

Spezielle Zahlenfolgen

n—00

» Eulersche Zahl: lim <1 - %) =e
» fira > 0gilt lim Ya=1
n—0C0

» lim /n=1

n—00

n

» firz > 1und k > 0 gilt lim%zoo
n—oo N

. 1
» flira > 0 gilt lim % _

n—o0

Nulifolgen

» jede gegen 0 konvergierende Folge heif3t Nullfolge

. . .. I |
» sei {z,} eine Nullfolge mit z,, > 0 flir alle n € N, dann gilt lim — = oo

n—00 ‘T'n

: - I |
» sei {z,} eine Nullfolge mit z,, < 0 fir alle n € N, dann gilt lim — = —o0

n—00 xn

»> sei {z,} eine Folge, die gegen co oder gegen —oo divergiert, dann gilt lim Lo 0

n—00 Iy,

4.9 Rationale Funktionen

> eine rationale Funktion ist der Quotient zweier Polynome:

p(z)  a"z"+ an_1z" 1+ + a1z + ag
r(z) = =
g(z)  bmx™ 4+ by_1x™ 4 -+ by + by

mit a,, # 0 und b, # 0

> eine rationale Funktion r(z) = p(z) ist an den Nullstellen des Nenners nicht definiert

q(x)
> sei z, eine Nullstelle von ¢ mit Vielfachem k, ist dann z, auch eine Nullstelle von p mit
Vielfachen ¢ > k (der Faktor (z — zp) kann aus dem Nenner herausgekuirzt werden),
dann heiB3t z, hebbare Definitionsliicke (hebbare Singularitat)

» ist 2y Nullstelle von ¢ mit Vielfachem k, aber keine Nullstelle von p oder eine Nullstelle
von p mit Vielfachen ¢ < k (der Faktor (z — z0) kann nicht aus dem Nenner herausge-
kiarzt werden), dann ist z, eine Polstelle

P
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» die Nullstellen von r(z) sind die Nullstellen von p(z), sofern sie keine hebbaren Defini-
tionslicken oder Polstellen sind

» ist der Polynomgrad von p(z) gréBer als der von ¢(z), kann die rationale Funktion fiir
x — oo durch ein Polynom angenahert werden, es gilt

t(z

r(z) = s(z) + @)

(wobei s(z) und t(z) wieder Polynome sind), Berechnung durch Polynomdivision

4.10 Trigonometrische Funktionen

» eine Funktion f : D; — R heiB3t periodisch, wenn sich ihre Werte in regelmaBigen
Absténden wiederholen, d.h. es existiert eine reelle Zahl T' + 0, so dass

fz+T)=f(z)

fir alle z € Dy,

den Wert T, d.h. den Abstand zwischen dem Auftreten desselben Funktionswertes,

nennt man Periode

» trigonometrische Funktio

n

sinz cosz tanz cotzx
Definitionsbereich R R T g +kr xFkrm
Wertebereich [-1,1] [-1,1] R R
Periode 27 27 s T
Symmetrie ungerade gerade ungerade ungerade
Nullstellen km —g + km km g +km
Polstellen keine keine g + k7 km

» einige Rechenregeln:

1
sin(z + y)
sin(z — y)
cos(z + y)
cos(z — y)

= sin’z + cos’z

(Satz des Pythagoras)

sinz - cosy + cosz - siny

sinz - cosy — cosx - siny

COST -Ccosy —sinx - siny

cosT-cosy +sinx - siny

» Polarkoordinaten fiir den Punkt P = (a,b) € R? gilt:

dann gilt in Polarkoordinaten: P = (r, ) mit r> = a® + b2, tanp = Z

~/
<y

BEUTH HOCHSCHULE FOR TECHNIK BERLIN
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4.11 Weitere niitzliche Funktionen

» Betragsfunktion

z, fallsz >0
|| = abs(z) = { —z, fallsz <0

Eigenschaften:

(1)  |—z|=|z| (gerade Funktion)

(2)  |z|+ |yl >|z+y| ' (Dreiecksungleichung)
@) eyl = |lzl -yl

4) |z|=0&2z=0

» Signum-Funktion

1, fallsz >0
sign(z) = 0, fallsz =0
-1, fallsz <0
Eigenschaften:

(1) . sign(—z) = —sign z (ungerade Funktion)
(2) sign(z-y) =sign = -sign y
(8) z=signz-|z| firallezeR

» die Abrundungsfunktion : R — Z ist definiert durch:

|z] = floor(z) = max {n € Z|n < z}

die Aufrundungsfunktion : R — Z ist definiert durch:

[z] = ceil(z) = min{n € Z|n > z}
Eigenschaften:

(1) z=|z|]=[z] firallezeZ
(2) z-1<|z]<[z]<z+1 firallezeR

» die Modulo-Funktion : Z — N, ist fiir m € Z definiert durch

mod,(z) =z — [%J m

Eigenschaften:

(1)  0<mody(z) <m
(2) 2 =m modn(z) (Zahlenkongruenz bzgl. m)

BEUTH HOCHSCHULE FOR TECHNIK BERLIN
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5 Lineare Algebra

5.1 Vektoren

» Nullvektor: Vektor, der nur aus Nullen besteht;
Skalar: eindimensionaler Vektor (¢ R! = R)

» Skalarprodukt (auch inneres Produkt) im R® @ -7 := ujv; + ugvy + - - - + UpUp

> KreUzprodukt (auch Vektorprodukt oder duBeres Produkt) im R3

Uy vy UgV3 — Uy
UX U= Ug X Vo = UgV1 — U1V3 .
Us U3 U1V2 — UV

» flr zwei Vektoren gilt @ -7 = |i| - |4] - cos(p) wobei ¢ den Winkel zwischen den
Vektoren 4 und 7 bezeichne (speziell: i, 7 heiBen orthogonal, wenn i - 7 = 0)

» die Norm (auch Lange oder Betrag) eines Vektors 1 ist definiert durch €| = Vi-u

» der Abstand (auch Distanz) zwischen zwei Vektoren &, 7 ist definiert durch |@ — 7]

» ein Vektor der Lange 1 heif3t Einheitsvektor

» Gerade in Parameterform: g(r) =@+ 7, r e R
(der Stitzvektor ist @ und der Richtungsvektor ist 7)

5.2 Regeln der Vektoralgebra

Es seien @, v, W € R" beliebige Vektoren und r, s, € R beliebige Skalare.

» Addition und skalare Multiplikation:

(1) u+v=v
(2 w+0=4, v+ (-a)=
(3)  s(@+7)=su+sv, (s+t)i=si+td
(4) (stya=s(ta), li=4u

» Skalarprodukt

1) @
2 (@@
@) (s
4) @

» Kreuzprodukt

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

@ X U istsenkrecht zu 7 und ¥
Axri=0

1
L
1
1

X (ro+sW) =r(Tx0)+s(@xD), (rd+s0)xd=r(dxd)+s@ x )
@ X (T X W)+ x (X @) +3 x (G x7) =0
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6 Komplexe Zahlen und Funktionen

>

Notation: z=z+jy oder z=z+yj (wobeij?= —1), d.h. mit Realteil Re (z) =z
und Imaginérteil Im(z) =y

als Zeiger bezeichnen wir die grafische Darstellung einer komplexen Zahl

Betrag |z|=|z+jy| = /22 + ¥?

konjugiert komplexe Zahl z* = (z+jy)* =z —jy

Polarform und Exponentialform z=z+jy=r(cosp+jsing) =r-ei?,

Berechnung von r und ¢ € [0, 2~):

( arctan ( fur x>0, y>0 (l. Quadrant)

N—r”

+7 fir z <0 (I.+111. Quadrant)

o™
~
(@]
3
7N
8l 8| 8|
~—

+2r  fur x>0, y<0  (IV. Quadrant)

N

r=|z|, gozarg(z):{ arctan(

fir z=0,y>0

fir x=0,y<0

SERE

Ve

Grundrechenarten flr 2; = 1 +jy; =¥ und 25 = 29 + jyp = 19 & ¥2
stz = (T1xx)+j(y £y2)
2z = (T+jy) (@2 +jye) = rirpel (112

%
A _ AB T iei-e)

29 22 25 T
die n-te Potenzvon z=re¥ ist »=7r"-™ (neN)
2
Erganzung der pg-Formel: Ist D = (g) — ¢ < 0, dann hat die quadratische Gleichung
zwei konjugiert komplexe Lésungen

21/2 = "'gﬂ:_] vV 'Dl

die n-ten Wurzeln von a = apel® fiirn € Nsind alle z, = r ¥ mit

k-2 .
r= {ag, gok=ﬁ-—7—1—7r firk=0,1,2,...,n—1

Hauptwert des natirlichen Logarithmus von z =r - el¥ ist

Lnz=Inr+je wobeiy € [0,27)
die Nebenwerte sind

Inz=Lnz+k-2rj flirk=41,4£2,43,...
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